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Resumen
Los esquemas de subdivisio´n son unas herramientas muy usadas en el disen˜o de
curvas y superficies, y tienen tambie´n relacio´n con otras aplicaciones interesantes en
tratamiento digital de ima´genes o en la resolucio´n de ecuaciones diferenciales.
Estos esquemas esta´n basados en un conjunto de reglas, las cu´ales aplicadas recur-
sivamente permiten un refinamiento sucesivo de un conjunto inicial de puntos llamado
puntos de control.
Una propiedad importante a verificar en estos esquemas es la de preservacio´n de
la convexidad y de la monoton´ıa.
Una manera de abordar estas cuestiones se basa en la estrecha relacio´n entre esque-
mas de subdivisio´n y operadores de reconstruccio´n. Estos operadores de reconstruccio´n
conectan datos discretos con un cierto espacio funcional, que dependera´ de las aplica-
ciones en concreto. Nuestro objetivo es presentar ciertos operadores de reconstruccio´n
y sus esquemas de subdivisio´n asociados, verificando si conservan la convexidad y la
monoton´ıa.
1. Esquemas de subdivisio´n
Comenzando con un conjunto discreto de datos, los esquemas de subdivisio´n generan
nuevos datos siguiendo un conjunto de reglas bien establecidas, consiguiendo as´ı un nuevo
conjunto de datos ma´s ‘denso’ que el anterior, el cual sera´ a su vez refinado.
Una manera de obtener esquemas de subdivisio´n surge de considerar los operadores de
discretizacio´n Dk, que actuan entre un cierto espacio funcional F y un nivel discreto de
resolucio´n Vk (k mayor indica mayor resolucio´n), y los operadores de reconstruccio´n Rk,
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los cuales conectan los diferentes niveles discretos de resolucio´n con el espacio funcional.
El u´nico requerimiento es que la composicio´n DkRk = IVk . Un esquema de subdivisio´n S
puede definirse entonces como una aplicacio´n S : Vk → Vk+1 tal que Sf
k = Dk+1Rkf
k. Al
operador Pk+1k := Dk+1Rk se le denota operador prediccio´n y conecta dos escalas sucesivas
de resolucio´n.
1.1. Esquemas de subdivisio´n interpolatorios
Consideremos en R el conjunto de mallas anidadas:
Xk = {xkj }j∈Z, x
k
j = jhk, hk = 2
−k, (1)
y el operador de discretizacio´n por valores puntuales
Dk :
{
CB(R) → V
k
f 7→ fk = (fkj )j∈Z = (f(x
k
j ))j∈Z,
(2)
donde V k es el espacio de secuencias reales relacionado con la malla Xk y CB(R) el
conjunto de funciones continuas y acotadas R. Un operador reconstruccio´n Rk asociado a
esta discretizacio´n es cualquier operador inverso por la derecha de Dk, lo que significa que
para todo fk ∈ V k, Rkf
k ∈ CB(R) y
(Rkf
k)(xkj ) = f
k
j = f(x
k
j ). (3)
El operador prediccio´n, es decir, Dk+1Rk : V
k → V k+1, define un esquema de subdi-
visio´n. La relacio´n (3) implica que el esquema de subdivisio´n es interpolatorio. Si Rk es
un operador no lineal entonces el correspondiente esquema de subdivisio´n es tambie´n no
lineal.
Los esquemas de subdivisio´n interpolatorios pueden ser descritos de la siguiente forma:
Sfk = Dk+1Rkf
k =
{
fk+12j+1 = (Rkf
k)(xk+12j+1),
fk+12j = (Rkf
k)(xk+12j ) = f
k
j .
(4)
Debido a la propiedad de interpolacio´n, so´lo se necesita calcular las componentes impares
de la nueva secuencia. Normalmente los operadores de reconstruccio´n utilizados son cons-
truidos a trozos, es decir, se construyen en cada intervalo [xkj , x
k
j+1] bajo las restricciones
(Rkf
k)(xkj ) = f
k
j y (Rkf
k)(xkj+1) = f
k
j+1.
1.2. Esquemas de subdivisio´n basados en discretizacio´n por medias en
celda
Este tipo de esquemas de subdivisio´n vienen generados por una discretizacio´n por
medias en celda, es decir
Dk :


L1(R) → V k
f 7→ (f¯j)j∈Z = (
1
hk
∫ xkj
xkj−1
f(x)dx)j∈Z,
(5)
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donde L1(R) representa a las funciones absolutamente integrables y {Xk} es la secuen-
cia de mallas anidadas (1).
Un operador de reconstruccio´n para esta discretizacio´n es cualquier operador Rk que
satisfaga
Rk : V
k −→ L1(R),
(DkRkf¯
k)j =
1
hk
∫ xkj
xkj−1
(Rkf¯
k)(x)dx = f¯kj . (6)
Por tanto Rkf¯
k(x) tiene que ser una funcio´n en L1(R) cuyo valor medio en la celda (j)-
e´sima coincida con f¯kj para todo j.
Tambie´n en este entorno de medias en celda es habitual construir los operadores de
reconstruccio´n a trave´s de funciones polino´micas a trozos. Para cada intervalo [xk−1j−1 , x
k−1
j ]
se construye un trozo polino´mico pj(x) = pj(x, f¯
k−1) que satisfaga (6), es decir
1
hk−1
∫ xk−1j
xk−1j−1
pj(x)dx = f¯
k−1
j . (7)
Una manera de conseguir esto es a partir de la funcio´n primitiva F (x) :=
∫ x
−∞
f(x)dx.
Se debe observar que el conjunto de datos {f¯k−1l }l∈Z se puede relacionar con F
k−1
l :=
F (xk−1l ), l ∈ Z, como sigue:
F k−1l = hk−1
∑
s
f¯k−1s , (8)
f¯k−1l =
F k−1l − F
k−1
l−1
hk−1
. (9)
El trozo polino´mico pj(x) se construye entonces como
pj(x) =
d
dx
qj(x, F
k−1), (10)
donde qj(x, F
k−1) es un polinomio construido a partir de {F k−1l }l∈Z con las restricciones
qj(x
k−1
j−1 , F
k−1) = F k−1j−1 y qj(x
k−1
j , F
k−1) = F k−1j .
Es so´lo una cuestio´n de algunas operaciones algebraicas el comprobar que se satisface
(7).
La prediccio´n para f¯k2j−1 queda
f¯k2j−1 =
1
hk
(qj(x
k
2j−1)− qj(x
k
2j−2)) =
1
hk
(qj(x
k
2j−1)− F
k−1
j−1 ).
Y por tanto la prediccio´n para los pares sera´ f¯k2j−2 = 2f¯
k−1
j−1 − f¯
k
2j−1.
2. Un caso de esquemas de subdivisio´n no lineales: PPH
En [1],[9] se presenta un nuevo operador de reconstruccio´n al cual los autores nombran
PPH (piecewise polynomial harmonic). Un trozo polino´mico de este operador viene dado
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por q˜j definido para cada intervalo [x
k
j , x
k
j+1] como el u´nico polinomio de grado 3 que satis-
face ciertas condiciones. Definamos Dfki =
fki−1−2f
k
i +f
k
i+1
2h2
k
. Entonces, para el caso en que
|Dfkj | ≤ |Df
k
j+1| (este es el caso cuando una discontinuidad se encuentra en [x
k
j+1, x
k
j+2])
las condiciones son {
q˜j(x
k
l ) = f
k
l , para j − 1 ≤ l ≤ j + 1,
q˜j(x
k
j+2) = f˜
k
j+2,
con
f˜kj+2 = f
k
j+1 + f
k
j − f
k
j−1 + 4D˜
k
j h
2
k,
D˜kj =
{
2Dfkj Df
k
j+1
Dfkj +Df
k
j+1
si Dfkj Df
k
j+1 > 0,
0 en otro caso,
Sino, q˜j se determina por las condiciones{
q˜j(x
k
j−1) = f˜
k
j−1,
q˜j(x
k
l ) = f
k
l , para j ≤ l ≤ j + 2
con
f˜kj−1 = f
k
j+1 + f
k
j − f
k
j+2 + 4D˜
k
j h
2
k.
A partir de este operador de reconstruccio´n se construye el esquema de subdivisio´n
interpolatorio dado por
(Sfk)2j = f
k
j ,
(Sfk)2j+1 =


fkj+1+f
k
j
2 −
1
4
D(f)kjD(f)
k
j+1
D(f)kj+D(f)
k
j+1
if D(f)kjD(f)
k
j+1 > 0,
fkj+1+f
k
j
2 en otro caso,
con
D(f)ki = f
k
i+1 − 2f
k
i + f
k
i−1.
Utilizando entonces la te´cnica de la funcio´n primitiva se construye el operador de
reconstruccio´n para el caso de discretizacio´n por medias en celda, es decir
p˜j(x) =
d
dx
qj(x, F
k),
y tambie´n su esquema de subdivisio´n asociado, que resulta ser:
(Sf¯k)2j+1 = f¯
k
j −
1
4
2δ(f¯)kj δ(f¯)
k
j+1
δ(f¯)kj + δ(f¯)
k
j+1
,
(Sf¯k)2j+2 = f¯
k
j +
1
4
2δ(f¯)kj δ(f¯)
k
j+1
δ(f¯)kj + δ(f¯)
k
j+1
,
con
δ(f¯)ki = f¯
k
i − f¯
k
i−1.
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3. Conservacio´n de la monoton´ıa del esquema de subdi-
visio´n PPH
En [9] se prueba que tanto el operador de reconstruccio´n PPH como su esquema de
subdivisio´n tienen propiedades de conservacio´n de la convexidad en el caso interpolatorio.
En este trabajo nosotros probamos resultados ana´logos respecto de la monoton´ıa para la
reconstruccio´n PPH y para su esquema de subdivisio´n asociado en el entorno de las medias
en celda.
Definamos primero que se entiende por preservacio´n de la convexidad y de la mono-
ton´ıa.
Definicio´n 1 El conjunto de datos {fj}, asociado a un mallado uniforme, se dice estric-
tamente convexo si y so´lo si D(f)j > 0 ∀j, donde D(f)j = fj−1 − 2fj + fj+1.
Definicio´n 2 Un esquema de subdivisio´n sobre un mallado uniforme se dice que conserva
la convexidad si y so´lo si el conjunto de datos {fkj } es estrictamente convexo para todos
los niveles k de subdivisio´n.
Definicio´n 3 El conjunto de datos {f¯j}, asociado a un mallado uniforme, se dice estric-
tamente mono´tono si y so´lo si δ(f¯)j > 0 ∀j, donde δ(f¯)j = δ(f¯j)− δ(f¯j−1).
Definicio´n 4 Un esquema de subdivisio´n sobre un mallado uniforme se dice que conserva
la monoton´ıa si y so´lo si el conjunto de datos {f¯kj } es estrictamente mono´tono para todos
los niveles k de subdivisio´n.
Los dos principales resultados son los siguientes:
Teorema 1 Sea p˜j(x) el polinomio correspondiente a la reconstruccio´n PPH en el inter-
valo [xj , xj+1] dentro del entorno de medias en celda. Este polinomio p˜j(x) satisface lo
siguiente: si δ(f¯)j > 0 y δ(f¯)j+1 > 0, entonces p˜
′
j(x) > 0 ∀x ∈ (xj− 1
2
, xj+ 3
2
), es decir, es
mono´tono en ese intervalo.
Teorema 2 El esquema de subdivisio´n PPH para medias en celda conserva la monoton´ıa.
Tambie´n como en el caso de la convexidad para valores puntuales es posible probar el
Teorema 2 mediante una conexio´n entre las propiedades del operador de reconstruccio´n y
las del esquema de subdivisio´n asociado.
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